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Chapter2 B-树 红黑树

 m路静态搜索树

 动态索引结构
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2.1 静态索引结构

•线性索引 (Linear Index List)

•m路静态搜索树
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职工号  姓名  性别    职务    婚否  
    83 张珊    女     教师    已婚 …

08 李斯    男     教师    已婚  ...
03 王鲁    男   教务员  已婚  ...
95 刘琪    女   实验员  未婚  ...
24 岳跋    男     教师    已婚  ...
47 周斌    男     教师    已婚  ...
17 胡江    男   实验员  未婚  ...
51 林青    女     教师    未婚  ...

数据表

100
140
180
220
260
300
340
380

key addr
03   180
08   140
17   340
24   260
47   300
51   380
83   100
95   220

索引表 线性索引
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•稠密索引：

——一个索引项对应数据表中一个对象的索
引结构。

——当对象在外存中按加入顺序存放而不是
按关键码有序存放时必须采用稠密索引结构，
这时的索引结构叫做索引非顺序结构

•稀疏索引：
当对象在外存中有序存放时，可以把所有 
n 个对象分为 b 个子表(块)存放，一个索引
项对应数据表中一组对象(子表)。
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所有对象：可能按关键码有序地存放,  也
可能无序地存放。
子表：必须分块有序,  后一个子表中所有
对象的关键码均大于前一个子表中所有对
象的关键码。它们都存放在数据区中

子表的要求
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22  12  13  30  29  33
36  42  44  48  39  40

60  74  56  79  80  66

92  82  88  98  94 

子表1

子表2

子表3

子表4

数据区
索引表

1
2
3
4

33
48
80
98

max_key

索引ID：第 i 个索引项是第 i 个子表
的索引项,  i = 0, 1, …, n-1

索引顺序结构
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搜索成功时的平均搜索长度：

         ASLIndexSeq = ASLIndex + ASLSubList

索引顺序结构的搜索:
•先在索引表 ID 中搜索给定值 K, 确定满足
            ID[i-1].max_key < K ≤ ID[i].max_key
的 i 值, 即待查对象可能在的子表的序号。

•再在第 i 个子表中按给定值搜索要求的对象。
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设把长度为 n 的表分成均等的 b 个子表，每个子表 s 个对
象，则 b = n/s。

设表中每个对象的搜索概率相等，则每个子表的搜索概率
为1/b，子表内各对象的搜索概率为 1/s。

若对索引表和子表都用顺序搜索，则索引顺序搜索的搜索
成功时的平均搜索长度为

    ASLIndexSeq = (b+1)/2+(s+1)/2 = (b+s)/2 +1=(n/s+s)/2+1
若采用折半搜索确定对象所在的子表，则搜索成功时的平
均搜索长度为

        ASLIndexSeq = ASLIndex + ASLSubList

≈ log2 (b+1)-1 + (s+1)/2  ≈ log2(1+n / s ) + s/2
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m 路静态搜索树

二级索引结构的示例
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多级索引结构形成 m 路搜索树
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每一个分支结点：一个索引块

分别给出各子树结点 (低
一级索引块) 的最大关键
码和结点地址

树的叶结点中各索引项：给出在数据表中存放的
对象的关键码和存放地址。
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m路搜索树

静态索引结构

结构在初始创建，数据装入时就已经定型，在
整个运行期间，树的结构不发生变化

动态索引结构

在整个系统运行期间，树的结构随数据的增删
及时调整，以保持最佳的搜索效率
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10.2 动态搜索结构

一般定义：一棵 m 路搜索树, 它或者是一棵

空树, 或者是满足如下性质的树：
 根最多有 m 棵子树, 并具有如下的结构： 

             n, P0, ( K1, P1 ), ( K2, P2 ), ……, ( Kn, Pn )其中，Pi
是指向子树的指针，0 ≤ i ≤ n < m；Ki是关键码，

1 ≤ i ≤ n < m。 Ki < Ki+1, 1 ≤ i < n。
 在子树 Pi 中所有的关键码都小于 Ki+1，且大于 Ki，

0 < i < n。
  在子树 Pn 中所有的关键码都大于Kn；
  在子树 P0 中的所有关键码都小于 K1。
  子树 Pi 也是 m 路搜索树，0 ≤ i ≤ n。

动态的 m 路搜索树
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一棵3路搜索树的示例

2,b,(20,c),(40,d)

2,0,(25,0),(30,e)



Department of Computer Science & Technology,  Nanjing University fall   2007

DATA STRUCTURES

m 路搜索树的类定义

template <class Type> class Mtree {       //基类            
public:

Triple<Type> & Search ( const Type & );
protected:

Mnode<Type> root;
int m;

}
AVL树是2路搜索树。
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•如果已知 m 路搜索树的度 m 和它的高度 h, 
则树中的最大结点数为:

( )1
1

1 1

0
−

−
= +

=
∑ h

h

i

i m
m

m  (等比级数前 h 项求和)

• 每个结点中最多有       个关键码，在一棵高度
为 h 的 m 路搜索树中关键码的最大个数为 ?
mh+1-1

m-1
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struct Triple {
Mnode<Type> * r;         //结点地址指针

    int i; int tag;                  //结点中关键码序号i
};              //tag=0,搜索成功；tag=1,搜索不成功

标识 m 路搜索树结点的三元组表示
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m 路搜索树上的搜索算法

搜索35
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Search ( const Type & x ) {

Triple result;                     //记录搜索结果三元组
    GetNode ( root );              //读入根结点
    Mnode <Type> *p = root, *q = NULL;

while ( p != NULL ) {       //从根开始检测
         int i = 0; p→key[(p→n)+1] = MAXKEY;

while ( p→key[i+1] < x ) i++;   //结点内搜索
 if ( p→key[i+1] == x ) {            //搜索成功
    result.r = p; result.i = i+1; result.tag = 0;

return result;
}
q = p; p = p→ptr[i];     //向下一层结点搜索

          GetNode (p);                  //读入该结点
     }

result.r = q; result.i = i; result.tag = 1;
return result ;} //搜索失败,返回插入位置  
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改善树的搜索性能？

• 提高搜索树的路数 m

•对于给定的关键码数 n，搜索树是平衡的
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一棵 m 阶B_树是一棵 m 路搜索树，它或者

是空树，或者是满足下列性质的树：

–  根结点至少有 2 个子女。

–  除根结点以外的所有结点 (不包括失败结点)
至少有 m/2个子女。

–  所有的失败结点都位于同一层。

B_树

失败结点：是当搜索值x不在树中时才能到达的结点
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非B_树                   B_树
•事实上，在B_树的每个结点中还包含有一组
指针D[m]，指向实际对象的存放地址。K[i]
与D[i] (1 ≤ i ≤ n < m)形成一个索引项(K[i], 
D[i])，通过K[i]可找到某个对象的存储地址
D[i]。
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B_树的类定义和B_树结点类定义

template <class Type> class Btree : 
public Mtree<Type> {

public:
int Insert ( const Type& x );
int Remove ( const Type& x );

};
template <class Type> class Mnode {   //结点定义
private:

int n;                                    //结点中关键码个数
    Mnode<Type> *parent;      //双亲指针
    Type key[m+1];                   //关键码数组 1∼m-1

Mnode<Type> *ptr[m+1];  //子树指针数组 0∼m
};
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B_树的搜索算法
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 B_树的搜索时间：

  与B_树的阶数m和B_树的高度h直接有关，
必须加以权衡。

 搜索成功所需的时间：取决于关键码所在的层
次

   搜索不成功所需的时间：取决于树的高度。
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• 设在 m 阶B_树中，失败结点位于第 h 层。

在这棵B_树中关键码个数 N 最小能达到

多少？

高度h与关键码个数 N 之间的关系

0层      1 个结点
 1层      至少 2 个结点
 2层      至少 2 m / 2 个结点
 3层      至少 2 m / 2 2 个结点
 如此类推，……
 h-1 层 至少有 2 m / 2 h-2 个结点。
所有这些结点都不是失败结点。
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若树中关键码有 N 个, 则失败结点数为 N +1

N +1 = 失败结点数 = 位于第 h 层的结点数                 

≥ 2 m / 2 h-1

∴ N ≥ 2 m / 2 h-1-1

 反之，如果在一棵 m 阶B_树中有 N 个关键码，

则所有的非失败结点所在层次都小于 h，则

       h-1 ≤ log m / 2 ( (N +1) / 2 )
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示例1：若B_树的阶数 m = 199，关键码总数 
N = 1999999，则B_树的高度 h 不超过？

N ≥ 2 m / 2 h-1-1

h-1 ≤ log m / 2 ( (N +1) / 2 )

log100 1000000 +1= 4

示例2：若B_树的阶数 m = 3，高度 h = 4，则关
键码总数至少为 ？

N = 2 3 / 2 4-1-1 = 15
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m值的选择

应使得在B_树中找到关键码 x 的时间总量达到
最小。 

从磁盘中读入结点所用时间

 在结点中搜索 x 所用时间



Department of Computer Science & Technology,  Nanjing University fall   2007

DATA STRUCTURES

生成B_树的基本方法：

• B_树是从空树起，逐个插入关键码而生成
的。

• 在B_树，每个非失败结点的关键码个数都
在[ m/2 -1, m-1]之间。

• 插入在最底层的非失败结点开始。

   如果在关键码插入后结点中的关键码个数
超出了上界 m-1，则结点需要“分裂”，
否则可以直接插入。

B_树的插入
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实现结点“分裂”的原则：
设结点 p 中已经有 m-1 个关键码
当再插入一个关键码后结点中的状态为
( m, P0, K1, P1, K2, P2, ……, Km, Pm)

其中 Ki < Ki+1, 1 ≤ i < m
这时必须把结点 p 分裂成两个结点 p 和 q，它
们包含的信息分别为：
 结点 p：
      ( m/2 -1, P0, K1, P1, ……, Km/2 -1, Pm/2 -1)
结点 q：
     (m - m/2, Pm/2, Km/2+1, Pm/2+1, ……, Km, 
Pm)
位于中间的关键码 Km/2与指向新结点 q 的指
针形成一个二元组 ( Km/2, q )，插入到这两个结
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结点“分裂”的示例

139
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示例：从空树开始逐个加入关键码建立3阶B_树
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m阶B_树的性质

• 每个结点至多有m棵子树，m-1个关键码

• 若根结点不是叶结点，则至少有 2 个子女

•  除根结点以外的所有结点 (不包括失败结点)至
少有 m/2 个子女

• 所有的失败结点都位于同一层

• 若树中关键码有N个，则失败结点数为N+1

• N ≥ 2 m / 2 h-1-1   h-1 ≤ log m / 2 ( (N +1) / 2 )
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示例:从空树开始加入关键码建立3阶B 树

n=1 加入53

53

n=2 加入75

53  75

n=3 加入139

75

13953

n=5 加入49,145

75

139  14549  53

49  75

n=6 加入36

139  1455336
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n=7 加入101

49

5336

139

145101

75

49  75

n=6 加入36

139  1455336
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在插入新关键码时，需要自底向上分裂结点，

最坏情况：从被插关键码所在叶结点到根的

路径上的所有结点都要分裂。

•分裂一个非根的结点：

•分裂根结点：

写出 2 个结点

写出 3 个结点
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 在B 树上删除一个关键码时, 
 首先需要找到这个关键码所在的结点,  从
中删去这个关键码。

 若该结点不是叶结点, 且被删关键码为 Ki, 
1 ≤ i ≤ n, 则在删去该关键码之后, 应以该

结点 Pi 所指示子树中的最小关键码 x 来代

替被删关键码 Ki 所在的位置;
 然后在 x 所在的叶结点中删除 x。

 在叶结点上的删除：有 4 种情况。

B 树的删除
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被删关键码所在叶结点同时又是根结点且删除

前该结点中关键码个数 n ≥ 2，则直接删去该关

键码并将修改后的结点写回磁盘。

36  49m = 3 删除36 49
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被删关键码所在叶结点不是根结点且删除前该结

点中关键码个数 n ≥ m/2 , 则直接删去该关键码并

将修改后的结点写回磁盘,  删除结束。

简单删除

55  58

删除55

75  80

m = 3
删除55

10 40 65

60  7030

50a

cb

d e f g h
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55  58

删除55

75  80

m = 3

10 40 65

60  7030

50a

cb

d e f g h

58 75  8010 40 65

60  7030

50a

cb

d e f g h
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 被删关键码所在叶结点删除前关键码个数 n = m/2 -1,  
若这时与该结点相邻的右兄弟 (或左兄弟) 结点的关键码个

数 n ≥ m/2，则可按以下步骤调整该结点、右兄弟 (或
左兄弟) 结点以及其双亲结点，以达到新的平衡。

• 将双亲结点中刚刚大于 (或小于) 该被删关键码的关键码 
Ki  (1 ≤ i ≤ n)  下移；

• 将右兄弟 (或左兄弟) 结点中的最小 (或最大) 关键码上
移到双亲结点的 Ki 位置；

• 将右兄弟 (或左兄弟) 结点中的最左 (或最右) 子树指针
平移到被删关键码所在结点中最后 (或最前) 子树指针位
置；

• 在右兄弟 (或左兄弟) 结点中，将被移走的关键码和指针

位置用剩余的关键码和指针填补、调整。再将结点中的

关键码个数减1
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结点联合调整

55  58 75  80

m = 3

10 40 65

60  7030

50a

cb

d e f g h

55  58 8010 40 70

60  7530

50a

cb

d e f g h

调整g,c,h

删除65
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被删关键码所在叶结点删除前关键码个数 n = 
m/2 -1, 若这时与该结点相邻的右兄弟 (或左兄弟) 
结点的关键码个数 n = m/2 -1, 则“合并”。

•     假设合并至左兄弟，且其结点地址由双亲结点

中的指针Pi+1所指，则在删除关键字后，它所在结

点中的剩余信息，加上双亲结点中关键字Ki+1一起，

合并至Pi所指结点中。

•     假设合并至右兄弟，且其结点地址由双亲结点

中的指针Pi所指，则在删除关键字后，它所在结点

中的剩余信息，加上双亲结点中关键字Ki+1一起，

合并至Pi+1所指结点中。
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具体方法（合并至左兄弟）：
•将双亲结点 p 中相应关键码下移到选定保留的结点
（左兄弟）中。若要合并 p 中的子树指针 Pi 与 Pi+1 所
指的结点, 且保留 Pi 所指结点, 则把 p 中的关键码 Ki+1
下移到 Pi 所指的结点中。
• 把 p 中子树指针 Pi+1 所指结点中的全部指针和关键
码都照搬到 Pi 所指结点的后面。删去 Pi+1 所指的结点。 
•在结点 p 中用后面剩余的关键码和指针填补关键码 
Ki+1 和指针 Pi+1。
• 修改结点 p 和选定保留结点的关键码个数。
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具体方法（合并至右兄弟）：
•将双亲结点 p 中相应关键码下移到选定保留的结点
（左兄弟）中。若要合并 p 中的子树指针 Pi 与 Pi+1 所
指的结点, 且保留 Pi+1 所指结点, 则把 p 中的关键码 
Ki+1下移到 Pi +1所指的结点中。
• 把 p 中子树指针 Pi所指结点中的全部指针和关键码
都照搬到 Pi +1所指结点的前面。删去 Pi所指的结点。 
•在结点 p 中用前面剩余的关键码和指针填补关键码 
Ki+1 和指针 Pi。
• 修改结点 p 和选定保留结点的关键码个数。
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 在合并结点的过程中, 双亲结点中的关键码个数

减少了。

 若双亲结点是根结点且结点关键码个数减到 0, 
则将该双亲结点删去, 合并后保留的结点成为新

的根结点; 否则将双亲结点与合并后保留的结点

都写回磁盘, 删除处理结束。

 若双亲结点不是根结点且关键码个数减到m/2
-2，又要与它自己的兄弟结点合并, 重复上面的

合并步骤。

  最坏情况下这种结点合并处理要自下向上直到根

结点。
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B 树的关键码删除算法

template <class Type> int Btree<Type> ::
Delete ( const Type & x ) {

Triple<Type> loc = Search (x);    //搜索x
if ( loc.tag ) return 0;            //未找到,不删除

    Mnode<Type> *p = loc.r, *q, *s;  //找到,删除
    int j = loc.i;

if ( p->ptr[j] != NULL ) {                //非叶结点
       s = p->ptr[j]; GetNode (s); q = p;

while ( s != NULL ) { q = s; s = s->ptr[0]; }
p->key[j] = q->key[1];         //从叶结点替补

       compress ( q, 1 );                  //在叶结点删除       



p = q; //转化为叶结点的删除
    }

else compress ( p, j ); //叶结点,直接删除
    int d = (m+1)/2; //求 m/2

while (1) { //调整或合并
        if ( p->n < d -1 ) { //小于最小限制
            j = 0; q = p->parent; //找到双亲
            GetNode (q);

while ( j <= q->n && q->ptr[j] != p )
j++;

if ( !j ) LeftAdjust ( p, q, d, j ); //调整
            else RightAdjust ( p, q, d, j );



p = q;                         //向上调整  
    if ( p == root ) break;

}
else break;

}
if ( !root->n ) { //调整后根的n减到0

p = root->ptr[0];
delete root; root = p;       //删根

       root->parent = NULL;     //新根
    }
}



红黑树的删除
和B树的删除



一棵 m 阶B_树是一棵 m 路搜索树，它或者是空树，或者

是满足下列性质的树：

– 根结点至少有 2 个子女。

– 除根结点以外的所有结点 (不包括失败结点)至少有

m/2 个子女。

– 所有的失败结点都位于同一层。

B_树



红黑树和B树的对应
–红黑树实际上对应于4阶B树

– 每个黑色结点和它的红色子女结点可以看作是相应的

B树的一个结点。这些结点的子树看作是B树中对应

结点的子树。

– 每个结点最多4个子树，也就是3个Key
– 每个结点最少2个子树，也就是1个Key

40

805020 30

60



 在B 树上删除一个关键码时, 
 首先需要找到这个关键码所在的结点,  从
中删去这个关键码。

 若该结点不是叶结点, 且被删关键码为 Ki, 
1 ≤ i ≤ n, 则在删去该关键码之后, 应以该

结点 Pi 所指示子树中的最小关键码 x 来代

替被删关键码 Ki 所在的位置;
 然后在 x 所在的叶结点中删除 x。

 在叶结点上的删除：有 4 种情况。

B 树的删除



 被删关键码所在叶结点同时又是根结点且删除

前该结点中关键码个数 n ≥ 2，则直接删去该关

键码并将修改后的结点写回磁盘。

36  49m = 3 删除36 49



被删关键码所在叶结点不是根结点且删除前该结

点中关键码个数 n ≥ m/2 , 则直接删去该关键码并

将修改后的结点写回磁盘,  删除结束。

简单删除

55  58

删除55

75  80

m = 3
删除55

10 40 65

60  7030

50a

cb

d e f g h

这个实际上相当于在红黑树中删除了
1、一个红结点
2、或者删除了一个黑色结点，但是该黑色结点有
一个红色子节点
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 被删关键码所在叶结点删除前关键码个数 n = m/2 -1,  那么删除之

后Key的数量为个数 n = m/2 -2,不满足B树的要求

 若这时与该结点相邻的右兄弟 (或左兄弟) 结点的关键码个数 n ≥ m/2，
则可从兄弟结点“借”一个Key来保证B树的结点中至少有 n = m/2 -
1个Key，满足B树的要求。

 被删关键码所在叶结点删除前关键码个数 n = m/2 -1, 若这时与该结

点相邻的右兄弟 (或左兄弟) 结点的关键码个数 m/2 -1, 则“合并”。

合并时会把父亲结点中的一个Key加入到合并后的结点中，因此合并

后的结点有 m/2 * 2–2个Key。 m/2 * 2–2 ≤ m-1。

 特殊情况：
 如果m为偶数，兄弟结点的Key的数量为m/2 ，将当前结

点和兄弟结点合并也是可行的。合并后的Key数量为有 
m/2 * 2–1个。因为m为偶数，所以仍然保证了合并后的

结点的Key小于等于m–1个。

 红黑树相当于4阶B树，所以当一个结点删除前有1个Key，
兄弟结点2个Key时，仍然可以合并。



Repair: L is Red

•从小到大：g, p, ll, l, lr, s, r
• ll，lr的颜色为黑色
• g, ll, lr, r的Black Height相等
•调整后，Black Height和原来的子树高度不变

s

l rg

ll lr

s

rg ll lr

l的颜色和p原
来的颜色相
同

G是刚刚被调整
的树，且高
度减去1



L is Red的B树视图

实际上就是按照上面B树删除结点的过程：
1、P下移
2、l上移
3、子树相应地调整

P …

s

g

l

ll lr

从B树的视点看，g
的父结点没有Key，
是空结点，所以需
要处理。

l …

…S

g ll lr

p



Repair: l is black, p is red 

• 如果p为红色，则s必然为黑色

• 从小到大：g,p,l,s,r
• l和r的Black Height等于g的Black Height
• 转换后，新树的高度和原来树的Black Height不变

s

rg

p s

rg

p
G是刚刚被调整
的树，且高
度减去1



L is Black，P is Red 的B树视图

这个实际上是和兄弟结点合并的处理：
1、 P是红色，所以P必然是P所在B树结点的左边结点。
2、 l是红色，所以s最多有一个红色子节点，即兄弟结点中最多两个Key。因此
可以合并

注意：这个和B树的操作不同。B树中，如果s的右子结点为红色，是可以从s所
在的B树结点借一个Key的。

P S

g l r

grdP grd

s

g l r



Repair: p,l is Black, r is Red

• 从小到大：g,p,l,s,rl,r,rr
• g, l, rl, rr的Black Height相同
• 调整后，Black Height和原来的子树的BlackHeight相同

s

rlg

rl rr
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rrg l rl

G是刚刚被调整
的树，且高
度减去1



L, P is Black，R is Red 的B树视图

P

s

g l rl

r

rr

S

P

g l rl

r

rr

实际上和L is Red的情况一样，就是说兄弟结点有两个Key，所以操作其实是一样
的。不过在二叉树结构和颜色上不一样：
1、P下移 2、l上移   3、子树相应地调整

其实即使P是红色，只要r是红色，我们仍然能够进行按照这个方法处理的。



Repair: p,l,r is Black, S is Red

• 如果s为红色，则p,l,r都是黑色
• g的BlackHeight比l,r少1
• 调整后仍然不平衡，但是可以看作以下情况：

• 以p为根，g和l为子树，且g因为删除而Black Height比l的小1
• 因为p为红色，只需要考虑前面列举的2种情况，经过调整后，

p所在子树的Black Height是l的Black Heigth

s

l rg

s

l rg

p



L, P, R is Black，S is Red

P s

g l r

这个初步处理，实际上只是在红黑树中改变了一下结构，B树的结构没有改变
后面的处理，会根据子树l的根结点的情况进行。

P s

g l r



Repair: All are black

10/4/2024 Lectures on Algorithm Design & Analysis 
(LADA) 2017 18

s

r

g

p

l g l r

p s

1、g,l,r的Black Height相等
2、调整后p所在的子树的Black Height减去1

因此可能向上传递！



L,P,S,R are Black的B树视图

P

s

g l r

SP

g l

兄弟结点只有一个Key，所以只能够合并；
同时，父亲结点也只有一个Key，合并后高度降低1.

r



结点联合调整

55  58 75  80

m = 3

10 40 65

60  7030

50a

cb

d e f g h

55  58 8010 40 70

60  7530

50a

cb

d e f g h

调整g,c,h

删除65



直接从B树角度实现红黑树的操作

• 假设当前结点为g，找到它在红黑树中的兄弟结点：
假设g是父节点的左子结点
parent = g的父亲结点
sibling = parent->right;
if (sibling ->color == RED) {sibling = sibling ->left}
//sibling是其兄弟结点

if(sibling ->left->color == RED || sibling->right->color == RED)
 …  //从兄弟结点借一个key
else
 …  //和兄弟结点合并为一个结点

• 这样记忆起来比较方便，但是可能实现的时候也很麻烦。
• 等我有空实现一下看看。反正我们的编程实习需要有红黑树的
编程练习。
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